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摘要:本文考虑了量测数据为二值输出且含量测误差的一类有限脉冲响应(FIR)系统的参数辨识问题,其中,量测
误差使得二值型量测值有一定概率得到相反的取值.首先,对所考虑的 FIR系统,给出了参数的极大似然估计
(MLE),证明了在噪声满足一定正则条件下MLE的强收敛性和渐近正态性. 此外,通过分析似然函数的性质,给出了
一种基于期望最大化(EM)方法的MLE迭代求解算法. 为适应更一般的量测误差情形,给出了带投影的迭代求解算
法,并从理论上证明了迭代估计序列的有界性. 进一步,在给定数量的观测下,得到了似然函数具有唯一最大值点
的必要和充分条件,并在持续激励输入条件下,证明了迭代估计误差以指数速度收敛到零. 最后,利用数值模拟结
果验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: In this paper, we consider the problem of parameter identification for a class of finite impulse response
(FIR) systems with binary outputs and measurement errors, where the measurement errors result in a certain probability
of obtaining opposite values for the binary measurements. Firstly, for the considered FIR system, a maximum likelihood
estimator (MLE) of the parameter is given, and the strong convergence and asymptotic normality of the MLE are proved
under certain regularity conditions of the noise. In addition, by analysing the properties of the likelihood function, an
iterative algorithm for solving the MLE is given based on the expectation-maximum (EM) method. In order to adapt to
more general measurement error situations, an iterative solution algorithm with projection is given, and the boundedness
of the iterative estimation sequence is theoretically proved. Further, a necessary and sufficient condition for the likelihood
function to have a unique maximum point is obtained for a given number of observations, and the iterative estimation error
is shown to converge to zero with an exponential rate under persistent excitation input conditions. Finally, the effectiveness
of the proposed algorithm is verified based on numerical simulation results.
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1 引引引言言言

随着信息技术的发展,集值输出系统[1]在各类实

际场景中被越来越广泛地应用. 集值输出系统指的是

系统的输出不能被准确测量,而只能得到输出是否属

于某个或某些集合的信息.这类系统的特点在于可用

信息非常有限,给系统辨识和控制带来了很大挑战.
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集值输出系统在工业生产[2]、生物制药技术[3]和信息

产业[4]等领域的实际应用中具有重要的价值,因此受
到了学术界和工业界的广泛关注. 其中,二值输出系
统是一类具有代表性的集值输出系统,其输出数据通
常由二进制的传感器获得. 例如,在异步传输模式
(asynchronous transmission mode)网络等通信系统中,
测量比特率、队列长度等流量信息的传感器均为二值

形式[1];在汽车系统中,废气氧开关传感器的输出也
为二值形式[5]. 在这些实际场景中,二值信息的局限
性带来了很大的困难,系统的辨识问题变得更加复杂.
此外,有限脉冲响应(finite impulse response, FIR)系
统是一种线性相位系统,其特点是具有有限的冲激响
应.该线性相位特性使得该系统已被广泛应用,如音
频处理、图像处理等.

近年来,关于集值输出系统辨识的研究已经取得
了一些进展,涉及到多种辨识方法和理论[6–10]. 文献
[11]将期望值最大化 (expectation-maximization, EM)
算法引入到FIR系统中,并利用该方法辨识量化输出
的系统.该文章中提供了一些仿真结果,验证了该方
法的有效性. 文献[12]提出了一种针对FIR系统的EM
型算法,该算法能在一定数量观测的基础上,迭代求
解得到极大似然估计.文中进一步证明该算法在迭代
求解出极大似然估计意义上具有指数级收敛速度,在
固定阈值的量化器下,文献[13]提出了一种用于FIR
模型的递归投影算法,该算法被证明是可收敛的. 文
献[14]将该算法扩展到矩阵输入和矢量输出的情况,
并获得了更快的收敛率,可以达到O(1/k). 文献[15]
进一步引入了一个统一的方法,该方法可以同时解决
随机框架和确定性框架下的二值输出系统的参数辨

识问题.其主要思想是构造了一个随时间变化的阈值
量化器. 此外,文献[16]证明了C-R下界可以在适当的
权重系数下渐近地达到,这表明了该文章中的算法是
渐近有效的. 文献[17]进一步提出了一种基于二值观
测累积效应的同余求和触发通信方案来解决参数辨

识问题.

上述的工作主要都是在准确的二值观测的基础上

进行的. 然而,在一些实际问题中,量测通常会受到传
感器野值、数据包丢失、通信错误等问题的影响,这使
得观测值可能会以一定的概率出现错误.例如,在一
个通信系统中, 0-1比特信息可能会被错误地传输或接
收.文献[18–19]研究了具有二进制值观测的FIR系统
在传输过程中数据受到DoS攻击时的辨识安全问题.
此外,集值辨识算法的一个重要应用是目标分类问
题[20]. 然而,训练数据的标签在获取时有一定的概率
被错误分类,这将影响集值辨识算法的应用,导致最
终输出一个错误的分类器. 因此,考虑到现实存在的
误差现象,需要进一步研究两个问题:第一个问题是
当系统二值输出存在量测误差时,如何设计算法辨识

参数? 另一个问题是设计的辨识算法是否具有一致
性. 这些问题是集值输出系统辨识的研究前沿和难点,
值得深入探讨.

本文考虑含有一定量测误差的二值输出系统,在
文献[12]的启发下,将二值输出有一定概率相反的系
统辨识问题转化为相应的极大似然(maximum likeli-
hood, ML)估计问题,给出了极大似然估计(ML estim-
ation, MLE),证明了MLE的强收敛性和渐近正态性,
同时给出了MLE的迭代求解算法,证明了该算法的指
数收敛性. 具体贡献包括:

1)给出了参数的MLE并证明了一致性. 在噪声满
足一定正则条件下证明了所提出MLE的强收敛性. 同
时,给出了MLE的渐近正态性;

2)在给定数量的观测下,提出了求解MLE的迭代
算法. 进一步,针对一般的量测误差情形,通过分析似
然函数的性质,给出了一种投影迭代求解算法;

3)给出了MLE存在唯一性的充要条件并证明了
迭代算法的指数收敛性. 在给定数量的观测下,给出
了似然函数具有唯一最大值点的充要条件.在持续激
励输入条件下,证明了迭代估计误差以指数速度收敛
到零. 基于典型系统的数值模拟结果验证了所提算法
的有效性.

本文的其余部分组织如下: 第2节介绍了辨识问题
及其相应的ML准则,给出了关于噪声分布函数的正
则性条件,并在该正则性条件下证明了MLE的强收敛
性和渐近正态性. 第3节考虑了在给定数量的观测下,
MLE的求解问题.基于EM算法提出了一种迭代求解
算法;具体分析了似然函数的性质,给出了似然函数
最大值点存在和唯一的必要和充分条件;证明了迭代
算法在一定条件下的收敛性,其中收敛速度可以达到
指数速率.第4节通过数值模拟验证了在带有量测误
差的二值输出模型下,所提出的MLE迭代求解算法的
收敛性;并与不考虑量测误差的方法进行了比较. 第5
节总结了整个论文,讨论了未来的工作.

2 参参参数数数辨辨辨识识识问问问题题题描描描述述述及及及极极极大大大似似似然然然估估估计计计分分分析析析

在这一节中,本文将首先介绍具有二值观测误差
的辨识问题,随后介绍解决该问题的方法.

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑以下关于随机FIR系统的参数辨识问题:{
yk = ϕT

k θ0 + ek,

s̃k = I[yk6C], 1 6 k 6 N,
(1)

其中: θ0是未知但时不变的p维参数向量,其属于某个
参数空间Θ ⊆ Rp且维数p已知; ϕk ∈ Rp是包含当前

和过去输入信息的回归量; yk ∈ R和ek ∈ R分别是系
统虚拟输出和系统噪声; s̃k ∈ {0, 1}是系统的二值观
测输出,具体是通过比较虚拟系统输出和给定的传感



第 7期 郭健等: 二值量测误差FIR系统参数迭代辨识 1199

器阈值C ∈ R给出,若超过阈值取0,反之取1; I是示
性函数; N代表当前获取到的数据长度.

在实际应用中,系统真实的二值观测可能以一定
的概率被观测到相反的取值.这种带有量测误差的二
值观测可以在数学上表示如下:

sk =

{
s̃k, 依概率pk,

1− s̃k,依概率1− pk,
(2)

其中pk ∈ (0, 1),其值用以表征获得正确二值输出观
测的概率. pk的取值或模型取决于误差产生的方式.
例如若为通信误差, pk可取常值,若由FIR过程导致,
则pk可以是一个θ0, C和ϕk的函数.

本文的目标包括两个:第一是在二值观测带有量
测误差的模型下,利用输入数据集IN ={ϕ1, ϕ2, · · · ,
ϕN}和有误差的二值量测数据集ON = {s1, s2, · · · ,
sN},给出基于ML准则的参数估计,即MLE,并证明
MLE的强收敛性和渐近正态性;第二是在给定数目的
输入数据集IN ={ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN}和有误差的二值
量测数据集ON ={s1, s2, · · · , sN}下,给出MLE的迭
代求解算法和未知参数θ0的估计和分析迭代算法的

收敛性质.

在给出本文的主要结果前,首先介绍ML准则,并
给出模型(1)–(2)下的似然函数与MLE.

2.2 极极极大大大似似似然然然准准准则则则

在统计学中, MLE是一种在给定若干观测值的情
况下估计假设的概率分布的参数的方法,目的是给出
表征当前观测到的数据可能性的目标函数,即似然函
数,并通过最大化似然函数来实现对观测数据总体分
布参数的估计. ML的逻辑既直观又灵活,因此,该方
法已成为统计推断的主要手段. 似然函数被最大化的
点称为MLE.现在考虑系统(1)–(2),给出带量测误差
的二值输出模型下的极大似然函数.

对于任意1 6 k 6 N ,给定输入数据ϕk及参数θ,
由全概率公式,观测到二值输出为sk = 1和sk = 0的

概率分别如下:

P{sk = 1 | ϕk, θ} =

P{sk = s̃k}P{sk = 1 | sk = s̃k, ϕk, θ}+
P{sk = 1− s̃k}P{sk = 1 | sk = 1− s̃k, ϕk, θ} =

P{sk = s̃k}P{yk 6 C | ϕk, θ}+
P{sk = 1− s̃k}P{yk > C | ϕk, θ} =

(2pk − 1)F (C − ϕT
k θ) + 1− pk

及

P{sk = 0 | ϕk, θ} =1− P{sk = 1 | ϕk, θ} =

(1− 2pk)F (C − ϕT
k θ) + pk,

其中F (x)是噪声ek的分布函数. 令

G(C − ϕT
k θ)=(2pk−1)F (C−ϕT

k θ)+1−pk, (3)

使用上述条件概率,可以在已知输入数据IN的情况

下得到以下关于参数θ0的似然函数:

LN(θ)=P{ON | IN , θ} =
N∏

k=1

P{sk | ϕk, θ} =∏
sk=1

G(C−ϕT
k θ)

∏
sk=0

(1−G(C−ϕT
k θ)).

由于log x是一个严格单调增的函数,并且不失一
般性, LN(θ)可以假定为正数,最大化似然函数LN(θ)

等价于最大化下述对数似然函数:

lN(θ) = logLN(θ) =
N∑

k=1

(log(G(C − ϕT
k θ))I[sk=1] +

log(1−G(C − ϕT
k θ))I[sk=0]). (4)

通常情况下,直接研究对数似然的性质会更加方
便,此时相对应的极大似然估计就是对数似然函数的
最大值点

θ̂N = argmax
θ

lN(θ). (5)

直观地说,上式得到的MLE选择了使观察结果最
可能出现的模型对应的参数值.

2.3 极极极大大大似似似然然然估估估计计计的的的强强强收收收敛敛敛性性性与与与渐渐渐近近近正正正态态态性性性

本节介绍在带有量测误差的二值输出模型(1)–(2)
下,由式(5)给出的MLE的强收敛性与渐近正态性. 注
意到式(4)中的对数似然函数,则对数似然函数的梯度
可以计算为

sN(θ) = ∇lN(θ) =
N∑

k=1

((
−g(C − ϕT

k θ)

G(C − ϕT
k θ)

I[sk=1]+

g(C − ϕT
k θ)

1−G(C − ϕT
k θ)

I[sk=0])ϕk),

(6)

其中g(·)是函数G(·)的导数,即g(·) = G′(·). 进一步,
对数似然函数(4)的Hessian矩阵可以计算为

∇2lN(θ) =

−
N∑

k=1

((
−g′(x)G(x) + g2(x)

G2(x)
sk+

g′(x)(1−G(x)) + g2(x)

(1−G(x)2)
(1− sk))|x=C−ϕT

k θ ϕkϕ
T
k ).

由此可以得到Fisher信息阵为

FN(θ)=−E∇2lN(θ)=
N∑

k=1

((
g2(C − ϕT

k θ)

G(C − ϕT
k θ)

+

g2(C − ϕT
k θ)

1−G(C − ϕT
k θ)

)ϕkϕ
T
k ).

(7)
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为表述简洁起见,后续将把在真实参数θ0处的函

数值sN(θ0)和FN(θ0)分别简记为sN与FN ;对于矩阵

A, AT与A
T
2分别表示A和A

1
2的转置.同时,为分析收

敛性,需给出如下关于噪声ek和参数空间Θ的正则性

假设: 对于任意δ > 0,定义

Nn(δ) = {θ : ∥F T
2
n (θ − θ0)∥ 6 δ}, n = 1, 2, · · · .

假假假设设设 1 a)参数空间Θ在Rp中紧且凸;

b)信息矩阵FN满足λmin(FN) → ∞;

c)对于任意δ > 0, Vn(θ)满足

max
θ∈Nn(δ)

∥Vn(θ)− I∥ → 0,

其中Vn(θ) = F
− 1

2
n Fn(θ)F

−T
2

n 是标准化的信息矩阵;

d)在参数空间Θ中,存在θ0的邻域Ω及常数c>0,

δ > 0, n1,使得

λmin(Fn(θ))>c(λmax(Fn))
1
2+δ, ∀θ ∈ Ω,∀n > n1.

注注注 1 假设 a)是为了MLE的唯一性(如果MLE存在),

假设b)d)保证了MLE的强收敛性,假设b)c)保证了MLE的渐

近正态性. 此外,假设b)与经典系统辨识理论中的持续激励

条件λmin(
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k ) → ∞相关,其保证了FN的正定性.

现在给出MLE的渐近结果.

定定定理理理 1 考虑系统 (1)–(2)和式 (5)中的MLE,在

假设1中的条件a)b)d)下,存在随机变量序列{θ̂N}及
随机整数n2,使得

P (sN(θ̂N) = 0, ∀N > n2) = 1,

并且θ̂N → θ0, a.s.

证证证 对给定的常数ε > 0,定义邻域

Kε(θ0) = {θ : ∥θ − θ0∥ 6 ε},

令ε充分小,使得Kε(θ0)被包含在条件 d)中的邻域Ω

中. 为证明定理中的结果,只需要证明存在随机整数

n2,使得下述事件成立的概率为1:

lN(θ)− lN(θ0) < 0, ∀∥θ − θ0∥ = ε, ∀N > n2.

(8)

下面证明这个结论.对对数似然函数(4)做泰勒展

开可以得到

lN(θ)−lN(θ0) = (θ − θ0)
TsN−

1

2
(θ − θ0)

TFN(θ̃)(θ − θ0), (9)

其中θ̃在θ和θ0之间. 记α=(θ − θ0)/ε,由式(9)可以得

到事件(8)等价于

αTsN <
ε

2
αTFN(θ̃)α, ∀αTα = 1, N > n2.

在上式两边同时除以λmax(FN)
1
2+δ,则有

αTsN

λmax(FN)
1
2+δ

<
ε

2

αTFN(θ̃)α

λmax(FN)
1
2+δ

. (10)

一方面,由于sN任意元素的方差都不超过λmax(FN),
则由Kolmogorov强大数定律[23]可以得到

sN

λmax(FN)
1
2+δ

→ 0, a.s.

注意到αTα=1,则由Cauchy-Schwarz不等式得到

αTsN

λmax(FN)
1
2+δ

→ 0, a.s., ∀α满足αTα = 1.

另一方面,由条件d)可知, ∀N > n1,有

ε

2

αTFN(θ̃)α

λmax(FN)
1
2+δ

> ε

2

cλmax(FN)
1
2+δ

λmax(FN)
1
2+δ

=
cε

2
.

因此,事件(10)可以以概率1成立,定理得证. 证毕.

下面给出极大似然估计的渐近正态性.

定定定理理理 2 考虑系统 (1)–(2)和式 (5)中的MLE,在
假设1下, MLE是渐近正态的,即

F
T
2

N (θ̂N − θ0) →d N(0, I).

证证证 注意到sN = sN(θ0),由中值定理有

sN = (
w 1

0
FN(θ0 + t(θ̂N − θ0))dt)(θ̂N − θ0).

上式两边左乘F
− 1

2

N 并注意到条件c),则

F
− 1

2

N sN =(
w 1

0
VN(θ0+t(θ̂N−θ0))dt)F

T
2

N (θ̂N−θ0).

(11)

由条件 c)及积分的性质,对任意的ε > 0,总存在
δ > 0以及充分大的N使得θ̂N ∈ NN(δ),并且下式成
立:

∥
w 1

0
VN(θ0 + t(θ̂N − θ0))dt− I∥ 6

w 1

0
εdt = ε.

由定理1,这样的δ总能取到,因此有w 1

0
VN(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt →p I. (12)

从式(11)–(12)可以看出,要想证明定理,只需要证
明F

− 1
2

N sN →d N(0, I).

对任意满足αTα = 1的α,考虑αTF
− 1

2

N sN的矩母

函数E exp(tαTF
− 1

2

N sN). 给定t和α,定义序列θN =

θ0 + tF
−T

2

N α,则θN ∈NN(t). 对对数似然函数做泰勒
展开得到

lN(θn) = ln(θ0) + (θN − θ0)
TsN−

(θN − θ0)
TFN(θ̃N)

(θN − θ0)

2
,

其中θ̃N在θN和θ0之间. 上式两边做自然对数的幂次
得到

exp(αTVN(θ̃N)
λt2

2
)LN(θN) =

exp(tαTF
− 1

2

N sN)LN(θ0),



第 7期 郭健等: 二值量测误差FIR系统参数迭代辨识 1201

两边同时积分得到

EθN exp(αTVN(θ̃N)
λt2

2
)=E exp(tαTF

− 1
2

N sN).

(13)

注意到条件(c),则对于任意ε>0,存在整数n1,使
得对于任意N > n1,下式成立:

| exp(αTVN(θ̃N)
αt2

2
)− exp(

t2

2
)| 6 ε. (14)

由式(13)–(14), αTF
− 1

2

N sN的矩母函数

E exp(tαTF
− 1

2

N sN)

收敛到exp(
t2

2
),此即是标准正态分布的矩母函数. 因

此,定理得证. 证毕.

注注注 2 当噪声为白噪声,并且回归量ϕk满足

λmax(
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k ) = O(N)

及

λmin(
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k ) = O(N),

注意到式(7),则信息矩阵FN (θ)在一定的参数空间Θ内能够

满足λmax(FN (θ)) = O(N)和λmin(FN (θ)) = O(N). 因此,

假设1的条件(b)–(d)均满足.

注注注 3 对于有限样本, MLE不具有最优性质,但随着样
本量增加到无穷大, MLE具有收敛性质. 本节给出了在带有
量测误差的二值输出模型下,参数的MLE具有渐近性质需满
足的正则性条件,并证明了强收敛性和渐近正态性,表明了在
量测误差下MLE仍具有大样本性质,只要噪声分布与回归量
满足一定的条件,即可利用MLE渐近地估计出真实参数.

但是MLE需要求解一个优化问题,因此,仍然需要考虑

在固定样本量的情况下,如何设计用于求解MLE的迭代算法,

并给出相应的收敛性质. 下一节开始,通过研究极大似然函

数的性质,利用EM算法给出求解MLE的迭代算法. 由于此时

关注的是给定数据集IN和ON ,因此,为了便于描述,下文

中,在没有歧义的情况下使用符号l(θ)和θ̂来简记lN (θ)和θ̂N .

对于迭代算法,设第t次迭代的估计为θ̂N,t,同样在没有歧义

的情况下将其简记为θ̂t.

3 极极极大大大似似似然然然估估估计计计的的的迭迭迭代代代求求求解解解算算算法法法

3.1 算算算法法法设设设计计计

本节应用EM算法的思想来构造用于求解(5)的迭
代算法. 在给出具体的算法和理论分析之前,先给出
如下的假设:

假假假设设设 2 对于任意k 6 N ,系统噪声EN = {e1,
e2, · · · , eN}相互独立,且服从均值为 0,方差为 1的高
斯分布.

假假假设设设 3 矩阵A ,
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k正定.

注注注 4 假设3是批处理数据环境下持续激励条件的数
学描述,其是系统辨识研究中的一个常见假设. 假设2是关于

噪声的假设. 一般情况下,实际系统的误差分布可能是均值
为0,方差为σ2的高斯分布,此时通过变换

y∗k =
yk
σ
, θ∗ =

θ

σ
, e∗k =

ek
σ
, C∗ =

C

σ
,

则新的关于参数θ∗和输出y∗k的系统,其噪声e∗k满足假设2.

EM算法是一种迭代方法,用于找到模型中参数的
(局部)最大似然. 给定第t次迭代时的估计值为θ̂t, EM
算法目标是构造一个满足以下性质的函数:

1) l(θ|θ̂t) 6 l(θ)成立对于任意θ ∈ Θ,

2) l(θ̂t|θ̂t) = l(θ̂t),
然后计算θ̂t+1 = argmaxθ l(θ | θ̂t). 因此,有

l(θ̂t+1) > max l(θ | θ̂t) > l(θ̂t | θ̂t) = l(θ̂t).

如此设计得到的迭代序列确保了似然函数不会被

缩减. 尽管EM迭代序列确实使观测数据的似然函数
值逐步增大,但通常不能保证该序列收敛到MLE.对
于带有量测误差的二值输出系统(1)–(2),在一定条件
下,可以构造函数l(θ|θ̂t),并给出迭代求解算法,使得
迭代序列收敛于MLE.函数l(θ|θ̂t)被定义为

l(θ|θ̂t) =− 1

2
θT(

N∑
k=1

ϕkϕ
T
k )θ + ((

N∑
k=1

ϕkϕ
T
k )θ̂t−

(
N∑

k=1

ϕk(
g(C−ϕT

k θ̂t)I[sk=1]

G(C−ϕT
k θ̂t)

−

g(C−ϕT
k θ̂t)I[sk=0]

1−G(C−ϕT
k θ̂t)

)))Tθ + l1(θ̂t),

其中l1(θ̂t)是与θ无关的部分,函数G(·)在式(3)中定义
以及g(·) = G′(·). 为了保证θ̂t的有界性,本文先介绍
下面的投影算子.

定义 1 对一个给定的紧闭集Θ ⊆ Rp及一个正

定矩阵A,投影算子ΠΘ,A(·)被定义为

ΠΘ,A(x) =argmin
θ∈Θ

∥x− θ∥A =

argmin
θ∈Θ

(x− θ)TA(x− θ), ∀x ∈ Rp.

在假设2下,下述算法提供了利用带有量测误差的
二值观测数据来求解MLE(5)的迭代算法,如表1所示.

表 1 参数θ0的MLE迭代求解算法
Table 1 An iterative algorithm for solving M-

LE of the parameter θ0

输输输入入入与与与初初初始始始化化化: 输入数据IN = {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN},
二值观测数据ON ={s1, s2, · · · , sN},观测正确概率
PN = {p1, p2, · · · , pN},阈值C,初始值θ̂1.
迭迭迭代代代: 在假设3下,估计θ̂t+1通过无投影式(15)或带投
影式(16)迭代.

θ̂t+1 = argmax
θ

l(θ|θ̂t) =

θ̂t − (
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k )

−1(
N∑

k=1

ϕk g(C − ϕT
k θ̂t)
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(
I[sk=1]

G(C − ϕT
k θ̂t)

−
I[sk=0]

1−G(C − ϕT
k θ̂t)

)), (15)

θ̂t+1 = ΠΘ,A{argmax
θ

l(θ|θ̂t)}. (16)

对正确观测概率pk施加某些条件,可以证明算法
1以指数速率收敛于式(5)中的MLE.在此之前,先讨
论MLE(5)的存在唯一性.

3.2 极极极大大大似似似然然然估估估计计计的的的存存存在在在唯唯唯一一一性性性

在本节中,通过分析对数似然函数(4)来研究MLE
的性质. 在实际中,通信过程和FIR过程都会引起量测
误差,从而导致二值观测有一定的概率被观测到相反
的取值,下面给出正确观测的概率pk的函数形式为

pk = h(C, θ0, ϕk), (17)

其中函数h(C, θ0, ϕk)的值域为(0, 1).

注注注 5 当h(C, θ0, ϕk) = p∗, p∗ ∈ (0, 1)时,其可以描述
通信过程产生错误的情形. 该通信过程与系统独立,以固定
的概率使得二值观测相反.

另外,受限于传感器的灵敏度,在FIR过程也可能导致错
误观测. 在实际中,正确观测发生的概率应与真实值和阈
值之间的误差有关. 函数h(·)可以被约束为h(C, θ0, ϕk) =

K(C − θT0 ϕk),其可以描述FIR过程导致错误的情形. 进一步
对K(·)做如下的假设:

1) K(x)是偶函数, i.e. K(x) = K(−x);

2) K(x)在(0,∞)上递增,并且 lim
x→∞

K(x) = 1.

条件1)表明,如果真值θT0 ϕk与阈值C的差值的绝对值相

同,则应当具有相同的获得相反观测值的概率.条件2)表明,

如果该差值越大,则观测错误的概率越小,这是由于二值传感

器在远离零值的地方的测量准确度更高.

本节将针对这些产生量测误差的情形,研究相应
似然函数的凹性,进而得到MLE的存在性和唯一性的
充要条件.

在通信过程导致错误观测的情形下,正确观测概
率取值为pk = p∗, 0 < p∗ < 1. 令f(x) = F ′(x)是标

准正态分布的概率密度函数. 计算可以得到{
G(x) = 1− F (x)− p∗ + 2p∗F (x),

g(x) = G′(x) = (2p∗ − 1)f(x).
(18)

此时,对数似然函数(4)仅在Rp的某有限子集上是

凹的. 下面的引理阐述了这个结果.

引引引理理理 1 考虑系统(1)–(2)以及正确观测概率函
数形式(17), h(C, θ0, ϕk) = p∗,并且假设2–3成立,则
对于任意k 6 N ,由式(4)给出的对数似然函数不是全
空间Rp上的凹函数. 如果Θ及p∗满足

p∗ > inf
|x|6C+LM

xF (x) + f(x)− x

2xF (x) + 2f(x)− x
,

则对数似然函数 (4)在集合 Θ 上凹,其中 L =

sup
θ∈Θ

∥θ∥及M = sup
k

∥ϕk∥.

证证证 对于任意k6N ,在假设2下计算对数似然函
数的梯度向量和Hessian矩阵可以得到

∇l(θ) =
N∑

k=1

((
−g(C − ϕT

k θ)

G(C − ϕT
k θ)

I[sk=1]+

g(ϕT
k θ − C)

G(ϕT
k θ − C)

I[sk=0])ϕk),

∇2l(θ) =

−
N∑

k=1

((
g(x)xG(x)+g2(x)

G2(x)
|x=C−ϕT

k θI[sk=1]+

g(x)xG(x) + g2(x)

G2(x)
|x=ϕT

k θ−C I[sk=0])ϕkϕ
T
k ).

定义p(x)=
g(x)xG(x) + g2(x)

G2(x)
,注意到,在假设

2下 有G(x)=1−G(−x)及g(x)=g(−x),则Hessian
矩阵可以被改写为如下形式:

∇2l(θ) =−
N∑

k=1

(p(C − ϕT
k θ)I[sk=1]+

p(ϕT
k θ − C)I[sk=0])ϕkϕ

T
k .

因此,对数似然函数的凹性等价于Hessian矩阵

∇2l(θ)的正定性质. 因为A=
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k >0,如果对于

任何 θ ∈ Rp,均成立∇2l(θ) 6 0,则对于任何x ∈ R,
有 p(x) > 0. 由此可以得到,对于任何x ∈ R,有
g(x)xG(x) + g2(x) > 0,即,对于任意x > 0,都有

x(1−F (x)−p∗+2p∗F (x))+(2p∗−1)f(x)>0 ⇔
p∗ [2xF (x) + 2f(x)− x] > xF (x) + f(x)− x.

(19)

因∀x > 0, 2F (x)−1 > 0; ∀x 6 0, 2F (x)−1 6
0,则(2F (x)−1)x > 0. 注意到f(x) > 0, ∀x ∈ R,故
2xF (x) + 2f(x)− x = (2F (x)− 1)x+ 2f(x) > 0,

∀x ∈ R. 因此,如果式(19)对任意x ∈ R均成立,则p∗

需满足

p∗ > inf
x

xF (x) + f(x)− x

2xF (x) + 2f(x)− x
. (20)

然而,由L’Hôpital’s rule[21],得到

lim
x→−∞

xF (x) + f(x)− x

2xF (x) + 2f(x)− x
= 1,

上式表明p∗ > 1. 这一矛盾意味着只要p∗ ̸= 1,对数
似然函数不可能在全空间Rp上凹. 引理的其余部分可
以直接通过式(20)得到,由此引理得证. 证毕.

注注注 6 引理1表明,在h(C, θ0, ϕk)=p∗的情况下,对数

似然函数(4)在全空间Rp上不可能是凹的. 然而,如果限制在

参数空间的有限集合上, Hessian矩阵∇2l(θ)仍然可能是负定

的,改用投影形式的迭代,算法1仍适用. 第4节中的模拟也验

证了算法1在这种情况下的有效性.

注注注 7 对与引理1中的概率值p∗,在实际情形中,若该
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概率值未知,可以通过事先的大量试验对该信道错误概率进

行测试与估计,得到正确传输的概率.

当h(C, θ0, ϕk)=K(C−θTϕk)时,式(3)定义的函
数G(·)及其导数g(·)可以被计算为

G(x) = (2K(x)− 1)F (x) + 1−K(x),

g(x) = G′(x) =

2K ′(x)F (x)+(2K(x)−1)f(x)−K ′(x).
(21)

在这种情形下,下面的定理给出了对数似然函数
至多存在一个最大值点的条件.

定定定理理理 3 考虑系统(1)–(2)以及正确观测概率函
数形式(17),其中h(C, θ0, ϕk) = K(C − θTϕk),并且
假设2–3成立. 如果K(x)满足

inf
|x|6C+LM

g(x)xG(x) + g2(x)

G2(x)
> 0,

其中: L = sup
θ∈Θ

∥θ∥, M=sup
k

∥ϕk∥,则由式(4)给出的

对数似然函数l(θ)至多存在一个最大值点.

证证证 由于在这种情形下, Hessian矩阵为

∇2l(θ) =−
N∑

k=1

(p(C − ϕT
k θ)I[sk=1]+

p(ϕT
k θ − C)I[sk=0])ϕkϕ

T
k ,

其中

p(x) =
g(x)xG(x) + g2(x)

G2(x)
,

则由假设 inf
|x|6C+LM

p(x) > 0,对于任意 k 6 N ,存在

ϵ > 0使得在参数空间Θ中,均有下式成立:

min
k6N

(p(C − ϕT
k θ)I[sk=1] + p(ϕT

k θ − C)I[sk=0]) > ϵ.

由此可以得到∇2l(θ) 6 −ϵ
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k = −ϵA.因此,

由假设3,得到对数似然函数l(θ)在集合Θ上的强凹

性. 由强凹性,对数似然函数l(θ)在集合Θ上至多有

一个最大值点. 证毕.

注注注 8 定理3给出了在有限参数集合Θ上对数似然函数

的强凹性. 实际上,对于一些保守的函数K(x),即错误概率随
着真实输出与阈值之间误差绝对值的增大迅速减少的函数,
对数似然函数仍然可以在全空间上强凹,由此保证了其在全
空间上最大值点的存在唯一性. 例如,如果正确观测概率
K(x)建模为

K(x) = 1− ae−bx2

, (22)

则存在正常数a∗和b∗,使得对于任意0<a<a∗及b>b∗,在假

设2–3下,对数似然函数l(θ)在全空间上至多存在一个最大值

点.

为了给出判断MLE存在的条件,根据文献[12]的
结果,本文使用了一些类似的条件.

定定定义义义 1 定义

Ψ = (ϕ1(I[s1=0]−I[s1=1]), · · · , ϕN(I[sN=0]−I[sN=1])).

给定输入数据IN和二值观测数据ON ,如果存在非零
向量γ ∈ Rn使得ΨTγ > 0,则数据(IN ,ON)被称作

非有效的,否则被称作有效的.

下面的定理给出了对数似然函数在参数集合Θ上

存在唯一最大值点的充分必要条件.

定定定理理理 4 考虑系统(1)–(2)以及正确观测概率函
数形式(17),其中h(C, θ0, ϕk) = K(C − θTϕk),并且
假设2–3成立. 如果K(x)满足定理3中的假设,并且
∀|x| 6 C + LM ,均有下式成立:

G′(x)=2K ′(x)F (x)+(2K(x)−1)f(x)−K ′(x)>0,

其中L = sup
θ∈Θ

∥θ∥及M = sup
k

∥ϕk∥,则对数似然函

数(4)在Θ上存在唯一最大值点当且仅当数据集

(IN ,ON)是有效的.

证证证 本文从两个方向证明这个定理.

充分性. 该证明与文献[12]中定理2的证明相似,
因此在这里略去.

必要性. 如果(IN ,ON)是非有效的,则存在非零

向量γ ∈ Rn使得ΨTγ > 0. 由于ΨΨT=
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k ,则

由假设3,有ΨTγ > 0,这意味着向量ΨTγ至少存在一

个非零元素.对于有限参数集合Θ中任意的θ,定义标
量函数hθ,γ(r),即

hθ,γ(r) = l(θ + rγ) =

N∑
k=1

(log(G(−ϕT
k γr+C − ϕT

k θ))I[sk=1]+

log(G(ϕT
k γr + ϕT

k θ − C))I[sk=0]).

注意到向量ΨTγ的第k个元素为

(ΨTγ)k = −ϕT
k γI[sk=1] + ϕT

k γI[sk=0],

其与函数hθ,γ(r)的变量r的线性系数一致.又由假设
知, ∀|x| 6 C + LM ,

G′(x)=2K ′(x)F (x)+(2K(x)−1)f(x)−K ′(x)>0,

并且注意到 log(·)递增,因此,得到hθ,γ(r)是严格递

增的函数. 假设存在函数l(θ)的最大值点θ∗,这与
hθ∗,γ(r) = l(θ + rγ)严格递增矛盾. 所以,对数似然
函数l(θ)在参数空间Θ上没有最大值点. 定理得证.

证毕.

注注注 9 当K(x)建模为K(x) = 1− ae−bx2

,同样可以

得到在全空间下存在唯一最大值点的充分必要条件.具体为:

若a, b满足0<a<min{a∗, 1
2
}及b>b∗,则在假设2–3下,对数

似然函数l(θ)在全空间上存在唯一最大值点等价于数据集

(IN ,ON )是有效的. 证明与定理4的证明类似,只需要验证
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在这种情形下G′(x) > 0. 事实上,

G′(x)=2(2F (x)− 1)xabe−bx2

+ (1− 2ae−bx2

)f(x).

因为a <
1

2
,有1− 2ae−bx2

> 0. 因此,再结合(2F (x)−
1)x > 0,有G′(x) > 0.

定义2不容易验证数据的有效属性,文献[12]给出
了一些例子,并给出了下述验证有效性质的方法

验证准则:如果存在ρ∈RN >0使得Ψρ = 0,则数
据(IN ,ON)是有效的.

3.3 迭迭迭代代代估估估计计计误误误差差差的的的收收收敛敛敛性性性

在本节中,将使用Lyapunov方法证明算法1在通信
过程错误和FIR过程错误情况下的收敛性. 如定理4所
示,如果数据(IN ,ON)无效,则对数似然函数不存在
任何有限最大值点,因此,以下假设是必要的.

假假假设设设 4 数据集(IN ,ON)是有效的.

下面的定理给出了算法1的指数收敛性.

定定定理理理 5 考虑系统(1)–(2),正确观测概率函数形
式(17),其中h(C, θ0, ϕk) = K(C − θTϕk)或h(C, θ0,

ϕk) = p∗,及迭代求解算法1,如果假设2–4成立,则存
在ϵ ∈ (0, 1)使得由式(15)或式(16)迭代生成的序列
{θ̂t}满足

∥θ̂t − θ̂∥ 6
√

Q1

λmin(A)

√
(1− ϵ)

T

1−
√
(1− ϵ)

,

其中: θ̂是由式(5)给出的MLE; ∥ · ∥是Euclidean范数;

A=
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k , λmin(A)是A的最小特征值; Q1=(1−

ϵ)−1(θ̂2 − θ̂1)
TA(θ̂2 − θ̂1).

在给出定理的证明之前,先给出下面关于投影算
子的性质.

引引引理理理 2 文献[22]定义1中给出的投影算子满足
∀x, y ∈ Rp, ∥ΠΘ,A(x)−ΠΘ,A(y)∥A 6 ∥x− y∥A.

证证证 首先,由式(6),将式(15)转换为

θ̂t+1 = ΠΘ,A(θ̂t + (
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k )

−1∇l(θ̂t)) =

ΠΘ,A(θ̂t +A−1(∇l(θ̂t))).

迭代上述方程,并由引理2,可以得到

∥θ̂t+1 − θ̂t∥A 6
∥θ̂t − θ̂t−1 +A−1(∇l(θ̂t)−∇l(θ̂t−1))∥A.

(23)

由中值定理,有

∇l(θ̂t)−∇l(θ̂t−1) = ∇2l(θ̌t,t−1)(θ̂t − θ̂t−1). (24)

其中θ̌t,t−1在θ̂t和θ̂t−1之间,即存在常数0<c<1使得

θ̌t,t−1 = (1− c)θ̂t + cθ̂t−1. 由式(23)–(24),得到

∥θ̂t+1 − θ̂t∥A 6
∥(I +A−1(∇2l(θ̌t,t−1)))(θ̂t − θ̂t−1)∥A. (25)

由定理2,存在ϵ > 0使得对于任意t > 1,

−A < ∇2l(θ̌t,t−1) 6 −ϵ
N∑

k=1

ϕkϕ
T
k = −ϵA. (26)

记Bt=−∇2l(θ̌t,t−1), xt = θ̂t+1 − θ̂t. 则 由 式(25)
可得

∥xt∥A 6 ∥(I −A−1Bt)(xt−1)∥A.

令Lyapunov函数Qt = (1− ϵ)−txT
t Axt,则得到

Qt 6
(1−ϵ)−txT

t−1(In−A−1Bt)
TA(In−A−1Bt)xt−1.

剩下的证明与文献[12]中的定理3类似,在这里略去.

证毕.

该定理证明了迭代算法的收敛性,同时得到了收
敛速率,这与无误差模型的迭代算法的收敛速度相同.

4 仿仿仿真真真分分分析析析

在本节中,将通过一些模拟来说明主要结果.

4.1 对对对数数数似似似然然然曲曲曲线线线

为了直观地显示对数似然函数,将模型维度限制
为p=1. 考虑系统yk=θϕk+ek,其中真实参数θ=1.

数据生成过程. 固定样本量N = 20,然后通过
如下MATLAB codes生成输入ϕk和噪声ek,

Phi = randn(1, N); E = randn(1, N).

对数似然函数曲线. 对于固定概率情形,令pk =

0.99和pk=1,其中后者即为无观测错误情形. 对于时

变概率情况,取pk=K(C−θϕ), K(x)=1− 1

10
e−

1
2x

2

的. 这3种情况的对数似然函数l(θ)如图1所示,其中
横轴是自变量θ ∈ (−4, 4),纵轴是对数似然函数取值.
由图可知,在固定概率情况下,只要存在微小的错误
概率,对数似然函数就不是全空间上的凹函数,但是
在真实参数的某个有限邻域集合内,其仍然是凹的.
对于pk=K(C − θϕ)的时变概率情况,对数似然函数
是全空间上的凹函数.

 0.99

 1

  1     e
    

2

4 2 0 2 4

θ

0

50

100

/ 
θ

1

10

1

2

图 1 固定概率、时变概率与无误差3种情况下对数
似然函数图像

Fig. 1 Log-likelihood function images for three cases:
fixed probability, time-varying probability, and
no error

4.2 迭迭迭代代代算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性

在本节中,通过数值模拟显示了所提出迭代算法
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(16)的收敛性. 具体的仿真步骤如下:

步步步骤骤骤 1 数据生成. 固定数据长度N=1000,模
型维数p = 3,传感器阈值C = 1,模型参数θ = (−1,

0, 1)T,误差EN和输入数据IN根据标准正态分布生

成. MATLAB代码如下:

error = [randn(N, 1)]; phi = [randn(N, 3)].

二值观测数据ON根据模型(1)–(2)生成.

步步步骤骤骤 2 初始向量选择.为了证明算法1可以收敛
到具有相同有效数据{IN ,ON}的唯一MLE,采用随
机向量作为迭代初始向量θ̂1. θ̂1由以下MATLAB代码
生成: initial = randn(3, 1)× 3.

步步步骤骤骤 3 参数估计.根据初始值θ̂1和迭代过程

(15)–(16),可以生成迭代估计{θ̂t, t > 1}.

迭代估计的仿真结果如图2所示,横轴为迭代次
数,纵轴为估计值;对应的正确观测函数分别取为

K(x) = 1− 1

8
e−x2

及K(x) = 0.8.

(a) K(x) = 1− 1

8
e−x2

(b) K(x) = 0.8

图 2 K(x) = 1− 1

8
e−x2

和K(x) = 0.8的迭代结果

Fig. 2 Iterative results for K(x) = 1 − 1

8
e−x2

and
K(x) = 0.8

图2中显示所有估计分量{θ̂t}收敛到唯一的MLE,
且接近于真实参数. 最后,本文也使用传统的集值辨
识算法[12]进行了仿真,但并未考虑可能存在的量测误
差,结果如图 3所示,其中,选择的正确观测概率函数

为K(x) = 1− 1

10
e−

1
2x

2

. 从图中可以看出,在存在量

测误差的情况下,传统算法不会收敛到真实参数,而

算法1仍可以收敛到真实参数.

(a) K(x) = 1− 1

10
e−

1
2x

2

(b) K(x) = 1− 1

10
e−

1
2x

2

图 3 基于文献[12]中传统算法和算法1的参数估计
结果图

Fig. 3 The estimated results {θ̂t} using the algorithm
in [12] and algorithm 1

5 结结结论论论与与与展展展望望望

本文考虑了具有量测误差的二值输出FIR系统的
参数辨识问题,其中量测误差使得二值型量测值有一
定概率得到相反的取值.首先,计算了似然函数及
Fisher信息阵,证明了MLE的强收敛性和渐近正态性;
其次,基于EM算法的思想,通过分析似然函数的性质,
给出了MLE的迭代求解算法. 为保证迭代估计序列的
有界性,本文提出了带投影的迭代求解算法;此外,在
给定数量的观测、噪声标准正态和回归量持续激励

的假设下,给出了MLE存在唯一性的必要和充分条件
及相关条件的验证准则,同时基于MLE的存在唯一
性,证明了迭代估计误差以指数速度收敛到零;最后,
利用数值模拟结果展示了所提方法的有效性.

未来可以进一步考虑将算法应用于观察到相反二

值输出的一般情况,并设计更鲁棒的算法.
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